




















�1� ��������������

�����

���������������������������������

�����, �������������� [1∼3]. ��, ����������

�������������, �������������, ��������

������������. ����� Maxwell ��, �����; �����

����������, ����� Maxwell ��� Schrödinger ��, ����

��. ��������������������������������.

1.1 ������������

1.1.1 �������������

������������ Maxwell ���� (Gauss �� ε0 = μ0 = 1)

∇ ·D = 4πρ

∇ ·B = 0
(1.1.1)

∇×E = −1
c

∂B

∂t

∇×H =
1
c

∂D

∂t
+

4π
c

J

(1.1.2)

��, ρ�J ����������������, E�H �����������

�, B ������, D ����. Maxwell ����������������

������	�������. ������������	�������

��� ρ, ������ J �� 0, ��������� B = H. ��� D ��

����� E ���	� P �
��, 
�

∇ ·D = ∇ ·H = 0

∇×E = −1
c

∂H

∂t
(1.1.3)

∇×H =
1
c

∂D

∂t
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 1 � �������������������

D = E + 4πP (1.1.4)

����������,��� (1.1.4)�����	� P ����. ���� P ,

����������������, ��	��������

∇×E = −1
c

∂H

∂t

∇×H =
1
c

∂E

∂t

(1.1.5)

�������
 u =

(
E

H

)
, � (1.1.5) ����

1
c

∂

∂t

(
E

H

)
+

(
0 −1

1 0

)
∇×

(
E

H

)
= 0 (1.1.6)

���	��

(
E

H

)
������

1
c

∂2

∂t2

(
E

H

)
=

(
−1 0

0 −1

)
∇×∇×

(
E

H

)
(1.1.7)

����	��	� P ���, � (1.1.6) ����

1
c

∂

∂t

(
E

H

)
+

(
0 −1

1 0

)
∇×

(
E

H

)
= −4π

c

∂

∂t

(
P

0

)
(1.1.8)

���� (1.1.8)	� H ��, �� E ���������
 P ������

∇×∇×E +
1
c2
∂2

∂t2
E = −4π

c2
∂2

∂t2
P (1.1.9)

������ P ������ P (1)(∝ E) ������ P NL �	, 		

E + 4πP (1) = ε̌ ·E (1.1.10)

��, ε̌�		. ����������,�		 ε̌���
� ε, (1.1.10)����

�	��

E + 4πP (1) = εE (1.1.11)

	� (1.1.9) ����

∇×∇×E +
ε

c2
∂2

∂t2
E = −4π

c2
∂2

∂t2
P NL (1.1.12)
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��, 
�������
, �������������, �������

��	������ ε �, ε=n2, n = n′ + in′′. � n′�α = 2n′′ω/c�������

�����������. ����, ��� ε �� E(r, t) �����

�. 
 (1.1.11)�	 (1.1.12)��� ε������	� E(r, t)��� ε

(
i
∂

∂t

)
,

� E(r, t)��
��� e−iωt �
��	 E (r, t)��,� E(r, t) = E(r, t)e−iωt,

�� ε

(
i
∂

∂t

)
E(r, t) � ε(ω)E(r, t). �	 ∇×∇×E = ∇(∇ ·E)−∇2E, �	��

����, ∇ ·E =
1
ε
∇ ·D = 0, ������, ��
 ∇(∇ ·E) ����, ��

��. 	� (1.1.12) ����

∇2E − ε

c2
∂2

∂t2
E =

4π
c2

∂2

∂t2
P NL (1.1.13)

��	��������, ���� (1.1.13)��� kn��� ωn �
��

		�

E =
∑′

n
Ene−iωnt + c.c.

=
∑′

n
An(r, t)e−i(ωnt−kn·r) + c.c.

(1.1.14)

��, 	�	�
∑′

�����
��	��	; �����
�	����	,

�

P NL =
∑′

n
P n(r, t)e−iωnt (1.1.15)

−k2
n +

ε(ωn)
c2

ω2
n = 0 (1.1.16)


�	� exp[−i(ωnt − kn · r)] �	����, � An(r, t) � (r, t) �
��,

P n(r, t)� t�
��, 
 E�P 	����
����	���. � (1.1.14)�

	 (1.1.15)�	� (1.1.13)�,	
�		
�� (1.1.16)��
���
∂2

∂t2
An � 0,

∇2An � 0,
∂2

∂t2
P n � 0,

∂

∂t
P n � 0 �, �

(
∂

∂t
An + vn

kn
kn
· ∇An

)
eikn·r =

i2πωn
ε(ωn)

P n(ωn)

vn =
c√
ε(ωn)

(1.1.17)

����� P NL �	����

P n = P (2)
n + P (3)

n + · · · (1.1.18)
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P (2)
n ,P (3)

n , · · · �����, ��, · · · 	�
, ���� (En,P
(2)
n ,P (3)

n , · · · �
�
	 r, �������, ��� r �
���)

P
(2)
ni (ωn = ωp + ωq) =

∑
j,k

χ
(2)
ijk(ωp + ωq, ωp, ωq)Ej(ωp)Ek(ωq)

P
(3)
ni (ωn = ωp + ωq + ωr) =

∑
j,k,l

χ
(3)
ijkl(ωp + ωq + ωr, ωp, ωq, ωr)Ej(ωp)Ek(ωq)El(ωr)

(1.1.19)


� (1.1.17)�� An �������
 A∗
n, ��� (ωi,ki) � (−ωi,ki) �	�,

Aj�Ak ��
�. (1.1.19)�������� χ
(2)
ijk�χ

(3)
ijkl ���	�, ����

�	����������
	��, ���������.

1.1.2 ���������



������������, �����������������. �

�����������	����

P
(2)
i (ωp + ωq) =

∑
jk

χ
(2)
ijk(ωp + ωq, ωp, ωq)Ej(ωp)Ek(ωq) (1.1.20)

����������������,���	����������

���.

������� ω1�ω2�ω3 ���, �� ω1�ω2�ω3 ���, � χ
(2)
ijk(ω1, ω2, ω3),

χ
(2)
ijk(ω1, ω3, ω2), χ

(2)
ijk(ω2, ω1, ω3), · · · ����,��� i�j�k ����,� 33 = 27

���, �� χ
(2)
ijk(−ω1,−ω2,−ω3), · · · , ��
��, 
�� 6 × 33 × 2 = 324 ��

�, �	����
	�����
�. ��	���� Pi ��� Ej ���

�, ��

Pi(−ωp − ωq) = P ∗
i (ωp + ωq)

Ej(−ωp) = E∗
j (ωp), Ek(−ωq) = E∗

k(ωq)
(1.1.21)

� (1.1.20)�	 (1.1.21) ����

χ
(2)
ijk(ωp + ωq, ωp, ωq) = χ

(2)∗
ijk (−ωp − ωq,−ωp,−ωq) (1.1.22)


�	� (1.1.20) ��� χ
(2)
ijk(ωp + ωq, ωp, ωq)Ej(ωp)Ek(ωq) ��� χ

(2)
ijk(ωp +

ωq, ωp, ωq) Ek(ωq) Ej(ωp) ��, � P (2)(ωp + ωq) �������, ��

χ
(2)
ijk(ωp + ωq, ωp, ωq) = χ

(2)
ikj(ωq + ωp, ωq, ωp) (1.1.23)

���		����, ����� χ
(2)
ijk ����, �
�����, ����
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(i, j, k) �
���, �������, �

χ
(2)
ijk(ω3 = ω1 + ω2) = χ

(2)
jki(−ω1 = ω2 − ω3)

χ
(2)
ijk(ω3 = ω1 + ω2) = χ

(2)
kji(ω1 = −ω2 + ω3)

χ
(2)
ijk(ω3 = ω1 + ω2) = χ

(2)
kij(ω2 = ω3 − ω1)

(1.1.24)

�	���

χ
(2)
ijk(ω3 = ω1 + ω2)= χ

(2)
jki(ω3 = ω1 + ω2) = χ

(2)
kij(ω3 = ω1 + ω2)

=χ(2)
ikj(ω3 =ω1 + ω2) = χ

(2)
jik(ω3 =ω1 + ω2) = χ

(2)
kji(ω3 =ω1 + ω2)

(1.1.25)

(1.1.25)����� Kleiman��,��� ω1�ω2�ω3 ��	���������

����
. 
�����������	�.

� Kleiman���
, ���������� ω 	�����, ������

������

dijk =
1
2
χ

(2)
ijk (1.1.26)

l � jk 	������

jk : 11 22 33 23, 32 31, 13 12, 21

l : 1 2 3 4 5 6

dil � 18 ���, �	����
�. ��������

d12 = d122 = d212 = d26

d14 = d123 = d213 = d25

(1.1.27)

���

d16 = d21, d31 = d15, d32 = d24

d34 = d23, d35 = d13, d36 = d14

(1.1.28)


 18 ������ 10 ���
�.

���	���������
�

⎛
⎜⎜⎝

Px(2ω)

Py(2ω)

Pz(2ω)

⎞
⎟⎟⎠ = 2

⎛
⎜⎜⎝

d11 · · · d16

d21 · · · d26

d31 · · · d36

⎞
⎟⎟⎠×

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

Ex(ω)2

Ey(ω)2

Ez(ω)2

2Ey(ω)Ez(ω)

2Ex(ω)Ez(ω)

2Ex(ω)Ey(ω)

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

(1.1.29)
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⎛
⎜⎜⎝

Px(ω3)

Py(ω3)

Pz(ω3)

⎞
⎟⎟⎠ = 4

⎛
⎜⎜⎝

d11 · · · d16

d21 · · · d26

d31 · · · d36

⎞
⎟⎟⎠×

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

Ex(ω1)Ex(ω2)

Ey(ω1)Ey(ω2)

Ez(ω1)Ez(ω2)

Ey(ω1)Ez(ω2) + Ez(ω1)Ey(ω2)

Ez(ω1)Ex(ω2) + Ex(ω1)Ez(ω2)

Ex(ω1)Ey(ω2) + Ey(ω1)Ex(ω2)

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

(1.1.30)

�� (1.1.29) �� (1.1.30) ����	��������	� 2, 
��	�	

ωp�ωq ��.

������������������	���, ������� χ
(2)
ijk �

�	�� i�j�k �
���. ��, ������, ��	 x�y ������,

�
 z ��� 90◦, ������. �	
���, ��
 x ����� y �

����������� χ
(2)
zxx � χ

(2)
zyy ��
����. ��, ���
�	�

�����	���� χ
(2)
ijk ��. 	���	����, ���������

�, ������ 0(χ(2) = 0). ������	���, ���	�����

E(t) = ε cosωt, 	��������

P (t) = χ(2)E2(t) (1.1.31)

��	� E(t) ���, ��� −E(t). �����	�, ����� P (t) �	�

� −P (t), 	��

−P (t) = χ(2)[−E(t)]2 (1.1.32)

�� (1.1.31)�� (1.1.32) �, �� P (t) = 0, � χ(2) = 0.

�	������, Miller �����
� [4]

χ(2)(ω1 + ω2, ω1, ω2)
χ(ω1 + ω2)χ(ω1)χ(ω2)

=
ma

N2e3
, a =

ω2
0

d
(1.1.33)

��������. ω0�d �������������, �

χ = −Ne2

m

1
ω2

0 − ω2 − 2iωγ
� −Ne2

m

1
ω2

0

(1.1.34)

� (1.1.34)�	� (1.1.33) �, 		 N = 1/d3, �

χ(2) = −Ne3

m2

a

ω6
0

= −Ne3

m2

1
ω4

0

1
d

= − e3

m2ω4
0d

4
(1.1.35)

���� ω0 = 1× 1016rad/s, d = 3Å, e = 4.8× 10−10esu, m = 9.1× 10−28g 	�,

��� |χ(2)| � 3 × 10−8esu. 
������������. ��������
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������

χ(3) � Nbe4

m3ω8
0

=
e4

m3ω6
0d

5
� 3× 10−15 esu (1.1.36)

1.2 ����������

1.2.1 ����

�	������, ������
����	
, ��� (1.1.17) �	

(1.1.19)�, �	����������. ���, 	 n = 0, 1, 2,��(
∂

∂t
+ v0

k0

k0
· ∇
)
A0 = i

4πω0

ε(ω0)
χ(2)(ω0, ω1, ω2)A1A2K

(
∂

∂t
+ v1

k1

k1
· ∇
)
A1 = i

4πω1

ε(ω1)
χ(2)(ω1, ω0,−ω2)A0A

∗
2 (1.2.1)

(
∂

∂t
+ v2

k2

k2
· ∇
)
A2 = i

4πω2

ε(ω2)
χ(2)(ω2, ω0,−ω1)A0A

∗
1

� ω1 �= ω2 �, K = 1; � ω1 = ω2 �, K = 1/2, ����� (1.1.29) �	 (1.1.30)

�����.� A0 ∼ A2 ���
�	�	 t, �
ki
ki
· ∇ =

d
dx

, i = 0 ∼ 2,���


��	, 		�� β̃0�β̃1�β̃2 �, ��������� (1.2.1) ���

dA0

dx
= iβ̃0A1A2e−iΔkx, β̃0 =

4πω0

ε(ω0)v0
χ(2)(ω0, ω1, ω2)K

dA1

dx
= iβ̃1A0A

∗
2e

iΔkx, β̃1 =
4πω1

ε(ω1)v1
χ(2)(ω1, ω0,−ω2) (1.2.2)

dA2

dx
= iβ̃2A0A

∗
1e

iΔkx, β̃2 =
4πω2

ε(ω2)v2
χ(2)(ω2, ω0,−ω1)

��, Δk = k0 − k1 − k2. 	� e−iΔkx�eiΔkx ���	��
��	�	

�. �� (1.2.2) ��������, ��������	� (ω0 = ω1 + ω2)���

(ω0 = ω1 + ω1)��� (ω0 = ω1 − ω2). ��	

Aie−iΔkx

β̃
1/2
i

⇒ Ci, i = 0, 1, 2 (1.2.3)

		

ζ = x

√
β̃0β̃1β̃2, Δs =

Δk√
β̃0β̃1β̃2

(1.2.4)

� (1.2.2) ���� (
d
dζ

+ iΔs
)
C0 = iC1C2
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(
d
dζ

+ iΔs
)
C1 = iC0C

∗
2 (1.2.5)

(
d
dζ

+ iΔs
)
C2 = iC0C

∗
1

	 Ci = |Ci|eiθi, θ = θ0 − θ1 − θ2, � (1.2.5) ��������

d|C0|
dζ

= |C1||C2| sin θ
d|C1|
dζ

= −|C0||C2| sin θ
d|C2|
dζ

= −|C0||C1| sin θ
dθ
dζ

= Δs+
( |C1||C2|
|C0| −

|C0||C2|
|C1| −

|C0||C1|
|C2|

)
cos θ

(1.2.6)

�� (1.2.6) �, �

|C0|2 + |C1|2 = n0 + n1 = m1

|C0|2 + |C2|2 = n0 + n2 = m2

|C1|2 − |C2|2 = n1 − n2 = m3

|C0||C1||C2| cos θ − 1
2
|C0|2Δs = m0

(1.2.7)

� (1.2.7) �	� (1.2.6) ��
��, �

dn0

dζ
= 2

√
n0(m1 − n0)(m2 − n0)−

(
m0 +

1
2
n0Δs

)2

(1.2.8)

(1.2.8) ����, � Weierstrass ��, ��� Jacobi ��� sn ��
. �

na�nb�nc �

n0(m1 − n0)(m1 − n0)−
(
m0 +

1
2
n0Δs

)2

= 0

����, � na � nb � nc � 0, � n0(ζ) ��
�

n0(ζ) = nc + (na − nc)
{
sn2

[
(na − nc)1/2(ζ − ζ0),m

]}−1

m =
(
nb − nc
na − nc

)1/2

, n0(ζ0) = nc (1.2.9)
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1. ����

�� (1.2.9)��	������ [6], � 1.1(a)�
, ��� ω1 ���	�

����, ��������, �
	�����	�������. ����


���
��, �� |C1| = |C2| = u1 ����	, |C0| = u2 ������	.

(1.2.6) ���
du2

dζ
= u2

1 sin θ

du1

dζ
= −u1u2 sin θ

dθ
dζ

= Δs+
(
u2

1

u2
− 2u2

)
cos θ

(1.2.10)

 1.1 �����	�

�
������ |C0| = u2 = 0, � (1.2.7) �, 
�

|C0|2 + |C1|2 = u2
2 + u2

1 = m1, m0 = 0 (1.2.11)

	� (1.2.8) �, �

dn0

dζ
= 2

√
n0(m1 − n0)2 −

(
1
2
n0Δs

)2

(1.2.12)

����

n0/m1 → n0, Δs/m1/2
1 → Δs, m

1/2
1 ζ → ζ (1.2.13)

(1.2.12)����

dn0

dζ
= 2

√
n0(1 − n0)2 −

(
1
2
n0Δs

)2

(1.2.14)

 1.1(b) �� u2 = n
1/2
0 
 ζ �����, �����
��	 (Δs = 0) ���

�, u2 
 ζ ����, 	�	�	; ����	, Δs �= 0, u2 
 ζ �
��, ��


	�
 Δs ��
���.

�
����	��� (Δs = 0), n0 � Jacobi �������	��
�

���
. 	 u2 = n
1/2
0 , �� (1.2.14)���

du2

dζ
= 1− u2

2, u2 = tanh(ζ + ζ0), n0 = tanh2(ζ + ζ0) (1.2.15)
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�	����������� (1.2.13) ���	�, ������

m1 = u2
1 + u2

2 =
A2

1

4πω1

n1c
χ(2)

+
A2

2

4πω2

n2c
χ(2)/2

=
1
2d

(
I1

2ω1
+
I2
ω2

)
=

I

2dω2
(1.2.16)

��, d =
1
2
χ(2) ��������, I1 =

n1c

2π
A2

1, I2 =
n2c

2π
A2

2 ���������

��. (1.2.11) ������ I ����. ����� u1�u2 ��

u2
1 + u2

2 = 1, u1 =
√

1− u2
2 = sech[ζ], ζ = x

√
β0β1m

1/2
1 = x/l (1.2.17)

l =
1√

4πω2

n2c
d

8πω1

n1c
d

1√
I

2dω2

=
(n2

1n2c
3)1/2√

2πI8πω1d
=

(n1n2)1/2c
8πω1d|A1(0)| (1.2.18)

��������� w1, ��� b, ������ P , 	�������� L �

� b, �

I1 =
n1c

2π
A2

1 =
P

πw2
1

b =
2πw2

1n1

λ1
= L

��	� w1, �

A1 =
(

4πP
cλ1L

)1/2

(1.2.19)

� (1.2.19)�	� (1.2.17) �, � ζ = L/l �

ζ =
(

1024π5d2LP

n1n2cλ3
1

)1/2

(1.2.20)

������� d = 1 × 10−8 esu, L = 1 cm, P = 1W = 1 × 107 erg/s, λ1 =

0.5× 10−4 cm, n1 = n2 = 2, �� (1.2.20)��� ζ = 0.14,��������	�

��

η =
u2

2(ζ)
u2

1(0)
= 0.02 (1.2.21)

η ������ (1.2.15)�	 (1.2.18)�. u1�u2 
 ζ ���� 1.2.


